Une note sur un théorème de point-fixe by Gourdel, Pascal
Une note sur un the´ore`me de point-fixe
Pascal Gourdel
To cite this version:
Pascal Gourdel. Une note sur un the´ore`me de point-fixe. Cahiers de la Maison des Sciences
Economiques 2006.59 - ISSN 1624-0340. 2006. <halshs-00118919>
HAL Id: halshs-00118919
https://halshs.archives-ouvertes.fr/halshs-00118919
Submitted on 7 Dec 2006
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Maison des Sciences Économiques, 106-112 boulevard de L'Hôpital, 75647  Paris Cedex 13
http://mse.univ-paris1.fr/Publicat.htm
ISSN : 1624-0340
Centre d’Economie de la Sorbonne
UMR 8174
       
Une note sur un théorème de point-fixe
Pascal GOURDEL
2006.59
Une note sur un the´ore`me de
point-fixe
Pascal Gourdel∗
5 fe´vrier 2006
Re´sume´
Nous pre´sentons ici un the´ore`me d’existence d’e´le´ments maximaux pour une
correspondance dont les composantes sont he´mi-continues supe´rieurement par
rapport a` une partie des variables et qui ve´rifie par rapport aux autres l’une
des conditions suivantes : (i) semi-continues infe´rieurement si l’espace est de
dimension finie, (ii) semi-continues infe´rieurement et a` valeurs ferme´es si l’espace
est complet. (iii) a` images inverses ouvertes. Ce the´ore`me ge´ne´ralise les re´sultats
de Gale and Mas-Colell (1975-1979), celui de Bergstrom (1975) et e´tend a` un
cadre de dimension infinie celui de Gourdel (1995).
Mots cle´s : Point-fixe, e´le´ment maximal, he´mi-continuite´ supe´rieure, the´ore`mes
de se´lection.
Abstract
We present a theorem on the existence of a maximal element for a correspon-
dence which is upper he´mi-continuous in some variables and which satisfies
with respect to the other ones one the following conditions : (i) lower semi-
continuous if the space has a finite dimension, (ii) lower semi-continuousif the
space is complete. (iii) open fibers. This theorem generalizes the result of Gale
and Mas-Colell (1975-1979) and the one of Bergstrom (1975) and extend to the
infinite dimensional setting the result of Gourdel (1995).
Keywords : Fixed-point, maximal element, upper he´mi-continuous, selection
theorems.
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1 De´finitions et re´sultat
De´finition 1.1 Soit X un espace me´trique, Y un espace vectoriel norme´ et T
une correspondance de X dans Y . T est he´mi continue supe´rieurement si pour
tout p ∈ Y ∗, l’application x→ supy∈T (x)〈p, y〉 est semi-continue supe´rieurement.
∀p ∈ Y ∗, ∀α ∈ R, {x ∈ X | sup
y∈F (x)
〈p, y〉 < α} est ouvert
Proposition 1 Soit T une correspondance de X me´trique dans E espace vec-
toriel norme´. Alors,
i) si T est h.c.s., le domaine de T est ferme´,
ii) Si T est s.c.s. alors elle est h.c.s.
iii) Si Y est de dimension finie, si T est h.c.s. a` valeurs convexes compactes
et si T (X) est borne´, alors T est s.c.s.
De´monstration. i) On remarque que pour tout p, le point x n’appartient pas
au domaine si et seulement si supy∈T (x)〈p, y〉 = −∞. Puisque T est h.c.s., on a
∀p ∈ Y ∗, ∀α ∈ R, {x ∈ X | sup
y∈T (x)
〈p, y〉 < α} est ouvert.
En particulier, pour p = 0, l’ensemble {x ∈ X | supy∈T (x)〈0, y〉 < −1} qui est le
comple´mentaire du domaine de T est ouvert.
ii) Soient p ∈ Y ∗ et α ∈ R et x ∈ X tels que supy∈T (x)〈p, y〉 < α. Il existe
un nombre re´el β tel que supy∈T (x)〈p, y〉 < β < α. Ce qui implique que T (x)
appartient a` l’ouvert {y ∈ Y | 〈p, y〉 < β}. Donc, il existe un voisinage Vx de
x tel que si x ∈ Vx, alors T (x) ⊂ {y ∈ Y | 〈p, y〉 < β}. Donc si x ∈ Vx, alors
supy∈T (x)〈p, y〉 ≤ β < α. Ce qui prouve que {x ∈ X | supy∈T (x)〈p, y〉 < α} est
un ensemble ouvert.
iii) Soit M tel que T (X) ⊂ B(0,M). Par l’absurde, si T n’est pas s.c.s., il
existerait x ∈ X, V un ouvert contenant T (x) et une suite convergente (xn)
vers x tels que T (xn) 6⊂ V . Puisque T (x) est compact, il existe ε > 0 tel
que T (x) + B(0, ε) ⊂ V . On choisit yn un e´le´ment de T (xn) \ V . A fortiori,
yn /∈ T (x) + B(0, ε) Par un argument de se´paration, il existe pn de norme 1,
tel que supy∈T (x)+B(0,ε)〈pn, y〉 < 〈pn, yn〉. Par un argument de compacite´, on
peut supposer que yn → y ∈ Y et que pn → p de norme 1. En passant a`
la limite, on en de´duit supy∈T (x)〈p, y〉 + ε ≤ 〈p, y〉. Pour n assez grand, on a
supy∈T (xn)〈pn, y〉 < 〈p, y〉 − 2ε/3, ‖pn − p‖ < ε/(3M) donc |〈pn, yn〉 − 〈p, y〉| <
ε/3. Il est facile de montrer que supy∈T (xn)〈pn, y〉 < (〈p, y〉 − 2ε/3) + ε/3. en
particulier 〈pn, yn〉 < 〈p, y〉 − ε/3. D’ou` la contradiction.
Vu la de´finition de l’he´mi continuite´ supe´rieure qui ne fait intervenir que la
fonction support des valeurs de T , on en de´duit que si T est h.c.s., alors coT et
coT sont h.c.s. Ce re´sultat n’est pas vrai pour les correspondances s.c.s.
The´ore`me 1.1 Soit m et n deux entiers positifs e´ventuellement nuls. Soit
X =
∏m+n
i=1 Xi, ou`, pour chaque i, Xi est non vide convexe compact d’un es-
pace vectoriel norme´ Ei. Soit Fi (i = 1, . . . ,m) m correspondances s.c.i. de
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X dans Xi a` valeurs convexes a` valeurs e´ventuellement vides, soit Fi (i =
m + 1, . . . ,m + n) n correspondances h.c.s. de X dans Xi a` valeurs convexes
compactes e´ventuellement vides On suppose de plus que pour chaque i = 1, . . . ,m
la correspondance Fi ve´rifie l’une des conditions suivantes,
– Fi a` valeurs inverses ouvertes ;
– Fi est a` valeurs ferme´es et Ei complet ;
– Ei est de dimension finie.
Alors, il existe x∗ = (x∗i ) in X, tel que :
pour chaque i, soit x∗i ∈ Fi(x∗) ou bien Fi(x∗) est vide.
De´monstration. En application de la proprie´te´ de paracompacite´, on e´nonce
le re´sultat suivant qui est en fait une extension de l’e´nonce´ de Cellina de 1969.
La formulation de Cellina correspondait au cadre des correspondances scs.
Lemme 1.1 (Cellina 1969) Soit A un sous ensemble ferme´ d’un espace me´trique
X, soit Y un espace vectoriel norme´ et Γ une correspondance h.c.s. a` valeurs
convexes compactes non vides. Il existe une correspondance Γ˜ de X dans co Γ(A)
h.c.s. a` valeurs convexes compactes non vides.
Preuve du lemme. On conside`re la famille d’ouverts (Ua)a∈A de´finie par
Ua = {x ∈ X \A | d(x, a) < 2d(x,A)}.
Il est facile de montrer que la famille constitue un recouvrement ouvert de l’es-
pace me´trique X \A donc par proprie´te´ de paracompacite´, il existe une partition
continue de l’unite´ localement finie faiblement subordonne´e a` ce recouvrement.
(αa)a∈A. La correspondance Γ˜ est de´finie de la fac¸on suivante par
Γ˜(x) =
{
Γ(x) si x ∈ A∑
a∈A αa(x)Γ(a) si x /∈ A
Par construction, Γ˜ est une correspondance deX dans co Γ(A) a` valeurs convexes
compactes non vides. Il reste a` justifier que Γ˜ est h.c.s. sur X. Soit x ∈ X et
(p, β) ∈ Y ∗ × R tels que
sup
y∈Γ˜(x)
〈p, y〉 < β.
Premier cas x /∈ A. Il existe un voisinage Vx de x et un ensemble fini Ax tel que
pour tout x de Vx et pour tout a n’appartenant pas a` Ax, αa(x) = 0. Localement,
Γ˜ co¨ıncide avec G ou` G(x) =
∑
a∈Ax αa(x)Γ(a). La correspondance G est de
graphe ferme´ a` valeurs compactes, elle est donc s.c.s. et d’apre`s la proposition 1,
elle est e´galement h.c.s. en x. Donc il existe un voisinage Wx de x tel que pour
tout x de Wx, on ait supy∈Γ˜(x)〈p, y〉 < β.
Second cas x ∈ A. Puisque Γ est h.c.s., il existe ε > 0 tel que pour tout a de
B(x, 3ε)∩A, on ait supy∈Γ(a)〈p, y〉 < β. On va montrer pour tout x de B(x, ε),
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on a supy∈Γ˜(x)〈p, y〉 < β. Si x est dans A, le re´sultat est e´vident. Si x n’est pas
dans A, on remarque que αa(x) > 0 implique que
d(x, a) ≤ d(x, x) + d(x, a) ≤ ε+ 2d(x,A) ≤ ε+ 2d(x, x) < 3ε.
Donc si αa(x) > 0, alors supy∈Γ(a)〈p, y〉 < β. Par de´finition de Γ˜, on en de´duit
supy∈Γ˜(a)〈p, y〉 < β. 
Nous pouvons de´montrer le the´ore`me. Pour tout i = 1, . . . ,m, soit Ui = {x ∈
X | Fi(x) 6= ∅}. Comme Fi est s.c.i., Ui est ouvert. Nous appliquons le the´ore`me
de se´lection (voir par exemple Florenzano ou les papiers originaux de Michael)
correspondant a` l’hypothe`se faite sur Fi. Il existe une se´lection continue fi de
Ui dans Xi de la correspondance Fi. On prolonge fi a` l’espace X tout entier en
une correspondance F˜i de´finie par F˜i(x) = {fi(x)} si x ∈ Ui et F˜i(x) = Xi si
x /∈ Ui. Comme Ui est ouvert, on ve´rifie aise´ment que F˜i est s.c.s. donc h.c.s. a`
valeurs convexes compactes non vides.
Pour i = m+1, . . . ,m+n, on pose Vi le domaine de Fi, Puisque les ensembles
Vi sont ferme´s, on peut appliquer le the´ore`me d’extension de Cellina (lemme 1.1)
afin d’e´tendre en des correspondances F˜i a` valeurs convexes compactes non vides.
En appliquant le the´ore`me de Kakutani a` F de X dans X de´finie par F˜ (x) =∏m+n
i=1 F˜i(x), nous en de´duisons l’existence d’un point fixe de F˜ et on montre
facilement qu’il ve´rifie les conclusions du the´ore`me.
Remarque 1.1 L’ide´e de conside´rer des correspondances pour partie scs, pour
partie sci est apparue dans la the`se de Gourdel (1994), voir par exemple l’ar-
ticle de 1995, le cadre conside´re´ e´tait celui des espaces euclidiens. Ce re´sultat
fut e´tendu par Lefebvre dans sa the`se (2000) au cas a` images ouvertes dans
des espaces de dimension infinie. Ici, on a formule´ le re´sultat en termes de
correspondances hcs et donne´ une version se rapportant aux trois re´sultats de
se´lection.
Comme corollaires imme´diats, on peut citer les re´sultats suivants.
Corollaire 1.1 Soit X un sous-ensemble convexe compact non vide d’un espace
vectoriel norme´ et T une correspondance a` images inverses ouvertes et a` valeurs
convexes de X dans lui-meˆme. Alors, il existe x ∈ X tel que T (x) est vide ou
x ∈ T (x).
Corollaire 1.2 Soit X un sous-ensemble convexe compact non vide de Rn et
T une correspondance s.c.i. de X dans lui-meˆme. Alors, il existe x ∈ X tel que
T (x) est vide ou x ∈ coT (x).
La notion d’e´le´ments maximaux a un sens lorsque la correspondance T
repre´sente un ordre. Dans ce cas, elle est irreflexive ce qui signifie que x /∈ coT (x)
pour tout x ∈ X. Alors, la conclusion devient T (x) est vide ce qui signifie qu’il
n’existe pas d’e´le´ment supe´rieur a` x.
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Nous pouvons maintenant e´noncer le the´ore`me de Gale et Mas-Colell qui
est tre`s utilise´ pour de´montrer l’existence d’un e´quilibre compe´titif dans une
e´conomie avec des pre´fe´rences non transitives et non comple`tes.
Corollaire 1.3 (Gale et Mas-Colell) Soit (Xi)i∈I une famille finie de sous-
ensembles convexes compacts non vides de Rni et, pour tout i ∈ I, soit Ti une
correspondance s.c.i. de X =
∏
i∈I Xi dans Xi. Alors, il existe x ∈ X tel que,
pour tout i ∈ I, Ti(x) est vide ou xi ∈ coT (xi).
2 Corollaires
Nous commenc¸ons par un re´sultat tre`s utilise´ dans la the´orie e´conomique
pour montrer l’existence d’un prix d’e´quilibre sur les marche´s. On peut prouver
ce re´sultat de diffe´rentes manie`res.
The´ore`me 2.1 (Lemme de Debreu-Gale-Nikaido) Soit ζ, une correspondance
semi-continue supe´rieurement a` valeurs convexes, compactes, non vides de Sn−1,
le simplexe de Rn, dans Rn. On suppose que pour tout p ∈ Sn−1, et tout x ∈ ζ(p),
p · x ≤ 0. Alors, il existe p∗ ∈ Sn−1 tel que ζ(p∗) ∩ −Rn+ 6= ∅.
De´monstration. Puisque la correspondance ζ est s.c.s. a` valeurs convexes com-
pactes, l’ensemble ζ(Sn−1) est borne´ par α. On de´finit F : Sn−1 × B(0, α) →
Sn−1 ×B(0, α) par {
F1(p, x) = {q ∈ Sn−1 | q · x > 0}
F2(p, x) = ζ(p)
La correspondance F ve´rifie trivialement les hypothe`ses du the´ore`me 1.1 dans
la mesure ou` F1 est de graphe ouvert donc s.c.i., F1 est a` valeurs convexes et
l’on est en dimension finie.
Il existe donc un couple (p∗, x∗) qui ve´rifie{
p∗ ∈ F1(p∗, x∗) ou F1(p∗, x∗) est vide;
F2(p∗, x∗) = ζ(p∗).
Par hypothe`se puisque p∗ · x∗ ≤ 0, on en de´duit que F1(p∗, x∗) est vide, c’est a`
dire pour tout q ∈ Sn−1, q · x∗ ≤ 0. En prenant successivement comme vecteur
q chacun des vecteurs de base, on en de´duit que x∗ ∈ −Rn+. Donc le the´ore`me
est de´montre´.
The´ore`me 2.2 (The´ore`me de non-se´paration.) Soit E un espace vectoriel norme´
et X un sous-ensemble compact, convexe, non vide de E. On se donne une cor-
respondance F h.c.s. de X dans E a` valeurs non vides et ve´rifiant la condition
suivante appele´e condition tangentielle (sortante) :
(CT ′) ∀p ∈ E∗, ∀x ∈ ∂pX, ∃y ∈ F (x) : 〈p, y〉 ≥ 0.
Alors, il existe x ∈ X tel que 0 ∈ coF (x).
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Remarque 2.1 On n’a pas suppose´ que F est a` valeurs convexes ferme´es. Il
est a` noter cependant que si F est h.c.s., la correspondance G = coF de´finie par
(coF )(x) = coF (x) est e´galement h.c.s. et ve´rifie la meˆme condition tangentielle.
De´monstration. La preuve est nettement plus facile dans le cas particulier de
la dimension finie.
On pose compte-tenu de la remarque G = coF , on veut montrer que G
posse`de un point critique. On va de´montrer le re´sultat par l’absurde. Si le re´sultat
n’est pas vrai, pour tout x de X, par un the´ore`me de se´paration, il existe p ∈ E∗
tel que sup{〈p, y〉 | y ∈ G(x)} < 0. On remarque que p peut eˆtre normalise´ et
donc appartenir a` B la boule unite´ ferme´e de E∗ (muni de la topologie faible-
e´toile σ(E′, E)). On rappelle que B est un compact convexe (voir par exemple,
Schwartz 1970).
On de´finit la correspondance Φ de X ×B dans lui-meˆme par{
Φ1(x, p) = {x′ ∈ X | 〈p, x′〉 > 〈p, x〉}
Φ2(x, p) = {q ∈ B | sup{〈q, y〉 | y ∈ G(x)} < 0}
Il est clair que Φ1 et Φ2 sont a` images convexes. De plus en dimension finie,
Φ1 est de graphe ouvert donc a` images inverses ouvertes, mais meˆme en dimen-
sion infinie, on peut ve´rifier que Φ1 reste a` images inverses ouvertes. Puisque
G = coF est h.c.s., Φ2 a` images inverses ouvertes. On remarque que Φ2 est a`
valeurs non vides tandis que Φ1 est a` valeurs e´ventuellement vides. D’apre`s le
the´ore`me 1.1, il existe (x, p) tel que{
x ∈ Φ1(x, p) ou Φ1(x, p) = ∅
p ∈ Φ2(x, p)
Par construction, x ∈ Φ1(x, p) est impossible (“irreflexivite´”), donc ∀x′ ∈ C,
〈p, x′〉 ≤ 〈p, x〉, ce qui signifie que x ∈ ∂pX. En utilisant la condition tangentielle
sortante, on en de´duit alors que sup{〈p, y〉 | y ∈ G(x)} ≥ 0, ce qui entraˆıne
p /∈ Φ2(x, y, p), d’ou` la contradiction.
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